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1 K ist das Schaubild der Funktion h mit h(x)=3x%> —2x>; xelR.
Zeigen Sie: H(1]1) ist Hochpunkt von K.
Skizzieren Sie K.

Das Schaubild K, die Tangente an K im Punkt H und die y-Achse begrenzen eine
Flache im 1. Quadranten. Berechnen Sie deren Inhalt.

2 Eine der Funktionen fj, f,, f3 und f, mit ty
f(X)=(x—2)* - "
B0 =(x—2? e
f(0)=(x-2)° "

f,(x)=(x+2)? - e*.

A Ko

gehort zu dem skizzierten Schaubild.

Entscheiden Sie, welche das ist, und begriinden Sie flir jede der drei anderen
Funktionen, warum sie nicht zu dem Schaubild gehdren kann.

3 Eine periodische Funktion hat die Wertemenge W =[1;5]. Zwei benachbarte

Wendepunkte haben den Abstand 3. An der Stelle x =1 nimmt die Funktion ihr
Maximum an.

Bestimmen Sie einen passenden Funktionsterm.

4  Eine Polynomfunktion 3. Grades hat nur die Nullstellen 1 und 3. Das Schaubild dieser
Funktion geht durch P(0|3).

Ermitteln Sie den Funktionsterm einer solchen Funktion.

5 Auf dem Arbeitsblatt (Seite 6) ist im oberen Koordinatensystem das Schaubild K; einer
Funktion f dargestellt.
Die Funktion F ist die Stammfunktion von f, die an der Stelle -5 den Wert 0 annimmt.

Zeichnen Sie das Schaubild dieser Stammfunktion in das untere Koordinatensystem auf
dem Arbeitsblatt (Seite 6).

Nehmen Sie Stellung zu der folgenden Behauptung: Die Ableitungsfunktion von f hat
mindestens zwei Extremstellen.
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10

Fur jedes a>0 ist die Funktion f, mit f,(x)=x3(x—a); xR gegeben.
Mit K, wird das Schaubild von f, bezeichnet. Begrinden Sie die folgenden Aussagen.

(1) f, hat fiir alle a genau zwei Nullstellen.
(2) Der Ursprung ist ein Sattelpunkt von K, .

(3) K, hat genau einen Tiefpunkt an der Stelle X mit 0 <Xy <a.

Gegeben ist die Funktion f mit f(x)=x%-e™; xelR.
Mit K wird das Schaubild von f bezeichnet.

Zeigen Sie, dass H(2|4e‘2) ein Hochpunkt von K ist.

Geben Sie den Tiefpunkt von K an und skizzieren Sie K.

1,0

5 +X—-4; xelR.

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =

Bestimmen Sie den Funktionsterm derjenigen Stammfunktion von f, deren Schaubild
einen Tiefpunkt auf der x-Achse hat.

Das Schaubild einer Funktion f hat in H(0| 2) einen Hochpunkt und in T(2|—4) einen
Tiefpunkt.

Bestimmen Sie einen Funktionsterm von f,

(1) wenn f eine Polynomfunktion ist.

(2) wenn f eine trigonometrische Funktion ist.

Gegeben ist die Funktion f durch f(x) =:—2Le2X —3e* +% c xelR.

Das Schaubild von f ist K.

Berechnen Sie die Schnittpunkte von K mit der x-Achse.
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11 Das Schaubild einer Polynomfunktion 4. Grades ist symmetrisch zur y-Achse, geht durch
A(2|3) und schneidet die x-Achse in N(1|0). Die Tangente in B(3|yB) ist parallel zur

zweiten Winkelhalbierenden.

Geben Sie ein lineares Gleichungssystem an, mit dessen Hilfe sich der Funktionsterm
bestimmen l&sst.

12 Gegeben ist die Funktion f durch f(x):—lx2 +3X; XelR.

2
Skizzieren Sie das Schaubild von f.
Die Punkte O(0|O), P(u|0) und Q(u|f(u)) bilden ein Dreieck.

Bestimmen Sie u mit O<u<6 so, dass der Flacheninhalt dieses Dreiecks maximal wird.

13 Gegeben ist die Funktion f durch f(x):1x+l+e‘x; X €IR.

2
Das Schaubild von f ist K.

Bestimmen Sie die Extremstellen von f. Geben Sie die Gleichung der Asymptote
von K an.

Begrinden Sie, dass K immer oberhalb der Asymptote verlauft.

Uberprufen Sie, ob der Inhalt der Flache, die K, die Asymptote, die y-Achse und
die Gerade g mit der Gleichung x =5 einschlieRen, grofer als 1 ist.

14 Gegeben ist die Funktion f durch f(x)=x*-5x?+4; xeIR.
Das Schaubild von fist K.
(1) Zeigen Sie: f(x)=(x+2)(x+1)(x-1)(x-2).
Skizzieren Sie K.

(2) K schlie3t mit der x-Achse oberhalb der x-Achse eine Flache ein.
Berechnen Sie deren Inhalt.

bx

15 Fir a b, c €IR* ist die Funktion f gegeben durch f(x)=a-e™ —c; x<IR.

Untersuchen Sie, fir welche Werte von a, b und ¢ das Schaubild von f rechts-
gekrimmt ist.
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16 Furjedes teIR ist die Funktion f, gegeben durch f,(x)=x-(x—t)-(x—t?); x<lR.
Geben Sie die Nullstellen von f; an.

Bestimmen Sie die Anzahl der Nullstellen von f; in Abhéngigkeit von t.

17 Gegeben ist das folgende Schaubild einer trigonometrischen Funktion.

A

A

4.

3.

2.
s/a4 3 2\1/o] 1 2\3/4 s5 &\
3/ VARV \
Max behauptet, dass sich dieses Schaubild durch die Funktion f mit

3

f(x)= g sin(% x) +3 beschreiben lasst.

Y.

Moritz behauptet, dass sich die Funktion g mit g(x):—gcos(%(x+l))+% eignet.

Begrinden Sie fur beide Funktionsterme, warum sie sich eignen bzw. nicht eignen.

18 K ist das Schaubild der Funktion f mit f(x):—%em‘ +2x+3; xelR.

Berechnen Sie die Koordinaten des Extrempunktes von K und begriinden Sie, dass K
fir X €IR rechtsgekrimmt ist.
Geben Sie die Gleichung der Asymptote von K an.

Skizzieren Sie K.

19 Eine Parabel geht durch die Punkte P(1]-1), Q(-1/5) und hat im Punkt P die
Steigung —4.

Bestimmen Sie eine Gleichung dieser Parabel.
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20 Gegeben ist das folgende Schaubild K einer ganzrationalen Funktion f.

Martin stellt folgende Behauptungen auf: y K

(1) f ist eine Funktion 4. Grades, da das
Schaubild vier gemeinsame Punkte mit
der x-Achse hat.

(2) Fur 1<x<3 ist die erste Ableitung von
f monoton fallend.
-2

3) j f(x)dx ~ 3
4

(4) Die Flache, die K im Intervall [1;4] mit der x -Achse einschlief3t, Iasst sich durch

4
If(x)dx berechnen.
1

Begriinden oder widerlegen Sie Martins Aussagen.
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Arbeitsblatt zu Aufgabe 5

A Ao

\ Ko
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Loésungsvorschlag

1 h(x)=3x%-2x° :-2x2(x—%) . h(X)=6x—6x%; h'(x)=6-12x

Aus h()=3-2-2.1=1 A h(1)=6-1-6-2=0 A h'(1)=6-12-1<0

folgt: H(1|1) ist Hochpunkt von K.

Skizze:
4y Inhalt der beschriebenen Flache:
1,5+ L L
; A= [ @-h()dx = [(1-(3x ~2x°) ax
A 0 0
0,5
1
X 3,1.4 1 1
+ + + »> = - = =1-1+===
05 of o5 1 1,‘ [X X +2X }0 +2 2

2 Das Schaubild gehort zu einer Funktion f mit folgenden Eigenschaften:

(1) f bat eine positive doppelte Nullstelle, denn das Schaubild berihrt die
x-Achse im positiven Bereich, die Funktionswerte wechseln das Vorzeichen
nicht.

(2) Esgilt: f(x) >0 fir x >—c und f(X) > fir X —oo0.
Beide Eigenschaften hat nur die Funktion f;, sie gehért also zum Schaubild.

f, hat die Eigenschaft (2) nicht, sie zeigt genau das umgekehrte Verhalten.
f3 hat die Eigenschaift (1) nicht, sie hat eine dreifache positive Nullstelle.

f, hat die Eigenschaft (1) nicht, sie hat eine doppelte negative Nullstelle.

3 Fdir die gesuchte Funktion gilt: f(x)=a-cos(b-(x—c))+d mit a>0.
Die Funktionswerte schwanken zwischen 1 und 5, daher hat die Funktion
die Amplitude 2, d. h. a=2.
Da die Mitte des Intervalls bei 3 liegt, ist d=3.
Der Abstand zweier benachbarter Wendepunkte ist eine halbe Periode, also ist die

Periode 6 und damit b :% =%.

Da ein Hochpunkt der Kurve bei x =1 liegt, gilt fir die Verschiebung in x-Richtung:
c=1.

Ein passender Funktionsterm ist f(x):2-cos(7—§-(x—1))+3.
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Loésungsvorschlag

4 Eine der beiden Nullstellen muss eine doppelte Nullstelle sein.
Folglich gilt z. B.: f(x) =a(x—1)?(x—3)
f(0)=3 < a(0-12?(0-3)=3 < a=-1

moglicher Funktionsterm: f(X) =—(x —])Z(x -3)

Y Ke

S

S

\\\ ) /

Die Behauptung ist wahr, denn Extremstellen von f’ sind Wendestellen von f und das
Schaubild von f hat mindestens zwei Wendepunkte (einen Wendepunkt fir —-3<x<0
und einen Wendepunkt fir 1<x<4).

6 (1) Die einzigen Nullstellen von f, sind x; =a und X, =0. Wegen a=0 ist X; =a eine
einfache und X, =0 eine dreifache Nullstelle von f.

(2) Aufgrund von (1) ist x=0 eine dreifache Nullstelle, also liegt an der Stelle x=0
ein Sattelpunkt vor.

(3) Der Koeffizient von x4 ist positiv. Mit der “y
dreifachen Nullstelle O und der einfachen
Nullstelle a (>0) ergibt sich fur K, derin

der Skizze dargestellte Verlauf.
Anhand der Skizze erkennt man, dass die
Behauptung zutrifft.
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f'(x)=2x~e‘x+x2-(—e‘x) = e‘x-(2x—x2) = eX.x-(2-X)

f'(x)=0 < x=0 v x=2

Da beide Stellen einfache Nullstellen sind (also Nullstellen mit Vorzeichenwechsel), sind

es Extremstellen von f.
f(0)=0; f(2)=4e2>0
Daher ist H(2|4e‘2) der Hochpunkt von K und T(0|0) der Tiefpunkt.

Skizze:
B 4,
K 3
2
\\
1
\ |
N T
21110 1 2 [ 3[4 "
|
F(x)=1x3+%x2—4x+c

F(x)= f(x)— X2 +x—4
F'(X)=f'(X)=x+1

Mdgliche Extremstellen:

F(x)=0 < 1(x2+2x—8)=o o %(x+4)(x—2):0 o x=-4 v x=2

2
F(-4)=-3<0; F'(2)=3>0

Also hat das Schaubild von F einen Tiefpunkt an der Stelle x=2.
Dieser soll auf der x-Achse liegen, d. h. es muss gelten:

1 3,12 14
F(2) = O<:>62+§2 -4.24+Cc= 0c>c:_3

14

Funktionsterm der gesuchten Stammfunktion: F(x)= éxe‘ + ;‘X —4X+= 3



S MINISTERIUM FUR KULTUS, JUGEND UND SPORT
A Berufsoberschule (BOS)

Baden-Wii rttemberg SO/TO/WO

Mathematik (423) Weitere Aufgaben

Gruppe I: Analysis ohne Hilfsmittel ab 2017

Seite 4/7

Loésungsvorschlag

9 (1) Wegen Hoch- und Tiefpunkt muss der Grad mindestens 3 sein.
Ansatz:  f(x)=a-x>+b-x?+c-x+d;  Ableitung: f(x)=3a-x%+2b-X+C
H(0]2): f0)=2 <« d=2
f(0)=0 < c¢=0
T(2]4): f(9=-4 < 8a+db+2c+d=-
f(2=0 < 12a+4b+c=0
8a+4b:—6‘ - ‘ 8a+4b:—6‘

¢ und d eingesetzt ergibt das LGS:
12a+4b=0 —4a+ 0=-6

. a-8_3 S iap=— — G- -9
Daraus folgt: a=,=5 und 8 2+4b_ 6 < 4b=-6-12 < b= 5

Eine mégliche Gleichung lautet:  f(x) = %XS —%xz +2.

(2) Da der Hochpunkt H(0| 2) auf der y-Achse liegt, eignet sich eine Kosinusfunktion.

Ansatz: f(x)=u-cos(k-x)+c

Wenn die angegebenen Extrempunkte benachbart sind, ist die Periode 4,
21 _ T

k=

also: i)
2-—

4) _ =3; Verschiebung in y-Richtung: c= =-1

Amplitude: u= #

2-(-4)
2
Damit folgt:  f(x)=3- 005(7—2t )—1

_ 1. 2X § —_0-
10 f(x)=0 < e -3e*+3 =0;

Mit der Substitution z=e* ergibt sich:

%zz—sz+g 0 & 72-62+5=0 < z=3+J9-5 < z=5+v z=1.

Durch Resubstitution erhdlt man €* =5 v €*=1 bzw. x=In(5) v x=0

und damit N, (In(5)|0)und N(0] 0).

11 Ansatz: f(x)=a-x*+b-x?+c; f'(x)=4a-x*+2b-x
Es muss gelten:f(2)=3 A f(1)=0 A f'(3)=-1
Daraus ergibt sich 16a+4b+c=3 A a+b+c=0 A 108a+6b=-1
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Loésungsvorschlag

2 2% > ]

12 1‘(x):—1x2 +3x=—1 (x-6) A(u)=%u-f(u)=:—Lu(—1u2 +3u)=—lu3 +%u2

Skizze:
IZ‘.Zf A’(u)=—%u2+3u; A”(u):—%u+3
QuIf(u))

Bedingung fur extremalen Flacheninhalt:

A'(u)=0 < —%u2+3u=0

W 3
| \ = —Zu(u—4)=0 < u=0vu=4

A"(4)=-3<0

| P(ul0) |
3 4 5

»

sich der maximale Flacheninhalt fir u=4.

13 f'(x):%—e‘x; f"(x)=e*
'(X) = 1 _ox_ 1
fx)=0 < 5 e =0 < 5
f"(In(2))=e™® >0

x =In(2)ist Extremstelle von f.

1 - 1
—e* o In(i):—x < x=In(2)

Die Gerade mit der Gleichung y :%x+1 ist schiefe Asymptote fiir x gegen + .

Wegen e * >0 fiir alle X IR liegt K oberhalb der Asymptote.

5 5
A= I(f (x) —(l X+ 1)) dx = je‘xdx = [—e‘x Jz =—e ™ +1<1, da e immer positiv ist.
0 0

2

14 (1) f(x) = x*-5x%+4 = (xz—l)(x2—4) Schaubildskizze von f:
(x—1)(x+1)(x-2)(x+2) Slinaar Y

TR

1
(x4—5x2+4)dx = 2-[1x5—§x3+4x} = 2(%—%

°) 57 73

>
I

Z-Tf(x)dx = 2.

O t—

_ (3 _25,60) _76
‘2(15 15+15) 15

Fir u—0 bzw. u—6 gilt A(u)—0. Damit ergibt
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15 f(x)=a-b-e”™, f'(x)=a-b?.-e™
>0
Far a>0 ist f"(x)> 0 und fir a<0 ist f"(x)< 0.

Also muss a<0 sein, damit das Schaubild von f rechtsgekrimmt ist;
b und c spielen dabei keine Rolle.

16 Nullstellen: x; =t, X, =t2, X3 =0
Anzahl der Nullstellen:
t=0: X; =X, =X3 =0 also eine Nullstelle
t=1. X; =X, =1; X3 =0 also zwei Nullstellen
In allen anderen Fallen gibt es drei Nullstellen.

17 Das Schaubild hat die Amplitude 4_2(_1) :g und die Periode 4, d. h. der Faktor vor
dem X in der Klammer ist % =g . AuRerdem ist das Schaubild um 4+T(_1) :% nach

oben verschoben. Dies trifft auf beide Funktionsterme zu.

Max schlégt eine Sinuskurve vor, die in X -Richtung nicht verschoben wurde, d. h. auf
der y -Achse liegt ein Wendepunkt mit positiver Steigung. Da dies auf das Schaubild

zutrifft, passt die Funktion f.

Moritz schlagt eine Kosinuskurve vor, die an der x -Achse gespiegelt und um eine
Einheit nach links verschoben wurde. Dies trifft flir das Schaubild ebenfalls zu, so dass
auch die Funktion g zu dem Schaubild passt.

18 f(x)=—2e™+2; f(x)=-8e™ Skizze von f:
f(x)=0 < -2 +2=0 < e¥=1 < x=0
f"(0)=-8<0

)
f(0)=3
Also ist H(0| 2,5) Hochpunkt.

Da die zweite Ableitung unabhéangig von x immer
negativ ist, ist K fir X €IR rechtsgekrimmt.

Asymptote: y=2X+3
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Loésungsvorschlag

19 Ansatz: f(x)=a-x?>+b-x+c; f(x)=2a-x+b

Es muss gelten: f(1)=-1 A f(-)=5 A f(1)=-4
Daraus ergibt sich: a+b+c=-1 A a-b+c=5 A —-2a+b=-4

1 1 1|1 1111
1-1 1{5(~-]020/|-6
2 1 0-4 012|2
: e h— _5 _ 1
Damit ergeben sich: b=-3 A C—E A a=-5
. . _ 1.2 5
bzw. die Parabelgleichung y——ix —3x+§

20 (1) Das vorliegende Schaubild besitzt aber auch vier Wendepunkte. Dies ist bei einer
Funktion 4. Grades nicht moglich, da die zweite Ableitung vom Grad zwei ist und
somit maximal zwei Lésungen besitzen kann. Daher ist diese Aussage falsch.

(2) Die Steigung nimmt zunéchst ab, steigt aber (nach dem Wendepunkt) wieder und
damit ist die Aussage falsch.

(3) Die Flache, die die Kurve mit der x-Achse im Intervall [-4;—2] einschliel3t, liegt
unter der X -Achse, daher fuhrt das angegebene Integral auf einen negativen Wert
und somit ist die Aussage falsch.

(4) Diese Aussage ist ebenfalls falsch, da die Flache teilweise oberhalb und teilweise
unterhalb der x-Achse liegt.



